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Introducao

As linguagens naturais apresen-
tam quantificadores distintos dos quan-
tificadores 16gicos ‘para todo - V’ e ‘exis-
te algum - 3’ que ndo podem ser defini-
dos a partir destes, mas que merecem
ser investigados em contextos matema-
ticos e tratados em linguagens formais
de modo a seguir os desenvolvimentos
l6gicos usuais e, a0 mesmo tempo, re-
ceber um tratamento que explore as
noc¢oes fundamentais desses quantifica-
dores. Sado exemplos de quantificadores
naturais, as expressoes: muitos, quase
todos, maioria, uma boa parte, bastan-
te, entre outros.

Sette, Carnielli e Veloso (1999) e
Carnielli e Veloso (1997) introduziram a
logica dos ultrafiltros, destinada a for-
malizar proposicoes gerais do tipo
“quase todos” ou “geralmente”. Essa
logica apresenta como modelo uma
estrutura de primeira ordem cléssica 4,
acrescida de um ultrafiltro, definido
sobre o universo de 4, o qual argumen-
tam os autores ser uma estrutura ma-
tematica conveniente para o conceito de
“quase todos”.

Motivada por esses trabalhos,
Gracio (1999) introduziu a familia das
logicas moduladas e, dentre elas, a 16-
gica do plausivel que tem o significado
de “uma boa parte” formalizado pelo
conceito de pseudo-topologia. Esta es-
trutura matematica, como seu nome
reivindica, é uma variacao do conceito
matematico de topologia, conforme
Veremos a seguir.

1. A formalizacao logica do
quantificador do plausivel

A Logica do Plausivel é uma par-
ticularizacdo das légicas moduladas.
Sintaticamente, cada particularizacio
das légicas moduladas é caracterizada
pela inclusdo de um novo quantificador
que nao é exprimivel em funcdo dos
quantificadores classicos de primeira
ordem (universal e existencial), desti-
nado a formalizar algum quantificador
da linguagem natural. Semanticamente,
este novo quantificador é interpretado
por um conjunto de subconjuntos do
universo, definido na estrutura de pri-
meira ordem, que contemple as caracte-
risticas do quantificador na linguagem
natural.

A Logica do Plausivel é destina-
da a formalizar proposicoes do tipo “u-
ma boa parte” no sentido de “para uma
parte significativa”. Estas proposicoes
podem ser consideradas como uma
forma particular de proposicdo induti-
va, as proposicoes plausiveis, baseadas
em evidéncias favoraveis.

Para esta formalizacao, o quanti-
ficador P é introduzido na linguagem
classica de primeira ordem. Uma sen-
tenca quantificada da forma “Px ¢(x)”
significa “para uma parte significativa
de x, ¢(x)” ou “para uma boa parte de x,
¢(x)”. Semanticamente, o quantificador
P esta associado a um conceito derivado
do conceito de topologia, denominado
pseudo-topologia. Gracio (1999) argu-
menta que esta estrutura matematica
captura uma nocao de plausibilidade.

Neste sistema, o termo “para
uma parte significativa...” quer dizer
um conjunto significativo de evidéncias
favoraveis, mas que nao é necessaria-
mente grande. Considera-se que sen-
tencas deste tipo representam proposi-
¢Oes plausiveis de uma base de conhe-
cimento.

Por exemplo, baseados em nosso
conjunto de evidéncias, podemos decla-
rar as seguintes proposicoes plausiveis
sobre seres humanos: “uma boa parte
das pessoas gosta de flores”; “Uma boa
parte das pessoas gosta de café”; “uma
boa parte das pessoas gosta de praticar
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esporte” “uma boa parte das pessoas
nao gosta da guerra”. Baseados neste
conjunto de proposicoes, podemos de-
duzir que “uma boa parte das pessoas
gosta de flores ou gosta de café”; ou
ainda que “uma boa parte das pessoas
gosta de café, gosta de praticar esporte
e nao gosta da guerra”.

Seja £ a logica classica de pri-
meira ordem com identidade. A Ldgica
do Plausivel £(P) é constituida a partir
de £ do seguinte modo.

Os axiomas de £(P) sdo aqueles
de £ acrescidos pelos seguintes axiomas
para o novo quantificador (do plausivel)
P:

(A) (Px 9o(x) A Px w(x)) — Px (0(x) A
y(x))

(A2) (Px () A Px y(x)) — Px (9(x) v
y(x))

(As) Vx 9(x) — Px ¢(x)

(A4) Px 9(x) — 3x 0(x)

(A5) (VO(PE) & Y()) - (Pxp(x) ©
Pxy(x))

(As) Px ¢(x) — Py 0(y), quando y é
livre para x em ¢(x).

Os axiomas A; a A, sdo especifi-
cos da Logica do Plausivel, os outros
dois axiomas tém o papel de possibilitar
a adequacao logica ao modelo corres-
pondente.

Intuitivamente, estes axiomas
afirmam o seguinte:

(A1) Se ¢ é plausivel e y é plausivel, en-
tao pAy € plausivel;

(A2) Se ¢ é plausivel e y é plausivel,
entdo vy € plausivel;

(A3) Se ¢ é verdadeira para todos os
individuos do universo, entdo ¢ é plau-
sivel;

(A,) Se @ é plausivel, entdo existe algum
individuo do universo que satisfaz ¢.

As regras de deducdo do sistema
£(P) sdo as mesmas de £, nominalmen-

te:
e Modus Ponens (MP): ¢, ¢ - v
=y
e Generalizacao (Gen): ¢ - Vx @.

As nocgbes sintaticas usuais de
£(P), como sentenca, demonstracao,

teorema, conseqiiéncia légica, consis-
téncia e outras, sao definidas como na
logica classica de primeira ordem.

2. Espacos pseudo-topolégicos

As investigacbes em Gracio
(1999) procuraram estruturas matema-
ticas que pudessem interpretar quanti-
ficadores ndo-logicos, distintos dos
quantificadores V e 3, e que contem-
plassem aspectos do processo de gene-
ralizacdo desenvolvido em raciocinio
indutivo, ou seja, que expressem propo-
sicoes gerais, entretanto distintas do
todo (universal).

O conceito de pseudo-topologia
foi introduzido como modelo para esta
condicdo para a interpretacdo do quan-
tificador “para uma boa parte”. Em um
primeiro momento, este conceito foi
denominado espaco topolégico reduzi-
do, mas optamos por denomina-lo es-
pacos pseudo-topoldgicos, com a con-
cordancia de Gracio.

Um espaco pseudo-topologico
(E, ) é um par em que E é um conjun-
to nao-vazio e Q é uma familia de sub-
conjuntos de E, denominados abertos
de Q, satisfazendo as seguintes condi-
coes:
(pt1) a intersecao de dois abertos de (E,
Q) é um aberto de (E, Q);
(pt2) a uniao de dois abertos de (E, Q) é
um aberto de (E, Q);
(pt3) E é um aberto de (E, Q);
(pt4) & nao é um aberto de (E, Q).

Um subconjunto de E é um fechado
em (E, Q) quando seu complementar é
um aberto em (E, Q).

Certamente, nenhum espaco pode
ser topologico e pseudo-topoldgico con-
comitantemente, pois o primeiro exige
que J seja um aberto, ao passo que o
segundo exclui & como um aberto.

Apesar da flexibilizacao da defi-
nicdo, temos exemplos de espacos
pseudo-topoldgicos que sao matemati-
camente interessantes.

Exemplos:



(a) Sejam E+J e Q = {E}.

Certamente & ¢ Q, mas E € Q.
As condicoes (i) e (ii) sao trivialmente
satisfeitas. Entao, (E, Q) é um espaco
pseudo-topologico.

(b) Seja E # . Para a € E, considere Q
={BcE/ae B}.
Entao, @ ¢ Q, mas Ee Q.
Podemos facilmente verificar
que (E, Q) é um espaco pseudo-
topologico.

(c) Seja E um conjunto infinito e Q =
{YC / Y é finito}, isto é, Q é uma colecao
de subconjuntos co-finitos de E. Entao,
(E, ) é um espaco pseudo-topoldgico.

Dado que E é infinito, entao & ¢
QeEe Q.

(1) Se YC, ZCe Q, entao Y e Z sdo sub-
conjuntos finitos de E e, portanto, YUZ
também € finito. Logo, Y¢ n ZC =
(Yuz) e Q.

(ii) Se Y€, Z€ e Q, entao Y e Z sao
subconjuntos finitos de E e, portanto,
YNZ também ¢ finito. Logo, Y¢ U ZC€ =
(YNnZ)C e Q.

(d) Seja E um conjunto nao-enumeravel
e Q ={YCc E /Y é enumeravel}. Logo,
(E, ) é um espaco pseudo-topoldgico.

Dado que E é nao-enumeravel,
entao P ¢ Q, mas Ee Q.

(1) Se Y€, Z€ e Q, entao Y e Z sao e-
numeraveis e, portanto, YUZ também é
enumeravel. Logo, YCNZC = (YUZ)C e Q.

(ii) Se Y€, Z€e Q, entdao Y e Z sdo e-
numeraveis e YNZ também é enumera-
vel. Logo, YC U Z€ = (YNZ)C e Q.

Com base nessa motivacao, Gra-
cio (1999) introduziu a estrutura pseu-
do-topolégica — extensao de uma estru-
tura de primeira ordem — como modelo
para a Logica do Plausivel e mostrou
sua adequacao (correcao e completude)
para 2(P).

3. Semantica da Légica do
Plausivel

Seja 4 uma estrutura de primei-
ra ordem classica com universo A. Uma

estrutura pseudo-topolégica A° para
£(P) consiste da estrutura 4 acrescida
de uma pseudo-topologia, isto é, 1% =
(4, Q).

A interpretagdo dos simbolos
relacionais, funcionais e de constantes
individuais é a mesma de £ em 4.

Em uma estrutura 4% a satisfa-
cdo de £(P) é definida, recursivamente,
do modo usual, acrescentando a seguin-
te clausula:

» Seja @ uma formula cujo conjunto de
variaveis livres esta contido em {x}U{y,,
.y Yoy € a = (ay, ..., ap) uma seqiiéncia
em A. Entao:

A% Px o[x,a] &

{be A /2% ¢[bal} e Q,
em que, como usual, 4° = y[a] denota

A% =5 vy, quando as varidveis livres da
féormula y ocorrem no conjunto {z, ...,
Zn}, S(zi) =biea = (ay, ..., an).

Para uma sentenga Px y(x), te-
mos:

A% = Px y(x) se, e somente se,
{ae A/ﬂglz\v(a)}e Q.

Outras nocOes semanticas usu-
ais como modelo, validade, conseqiién-
cia semantica, etc, para £(P), sdo defi-
nidas de modo analogo aquelas para a
logica cléssica.

4. Uma formalizaciao do plausi-
vel sem o quantificador

Para obter a Ldogica Proposicio-
nal do Plausivel - £(V) -, estendemos a
logica proposicional classica dotando a
linguagem classica L(—, —) com um
novo operador V. Formalmente, deno-
tamos a linguagem da Logica Proposi-
cional do Plausivel por L(—, —, V).
A Logica Proposicional do Plau-
sivel é determinada pelo que segue:
» (Os axiomas proposicionais classicos
acrescidos dos seguintes axiomas pa-
ra o operador V:
(Ax1) VO A VY — V(oay)
(Ax2) Vo v Vy — V(ovy)
(Ax3) VO — ¢
(Ax,) V(ov—9)



» A regra de deducao Modus Ponens e
a regra:

(RV) - oy / FVO &V,

Intuitivamente, o0s axiomas
(Ax1) a (Ax4) afirmam:

(Ax,) Se ¢ é plausivel e y é plausivel,
entdo pAy € plausivel;

(Ax,) Se ¢ é plausivel ou y é plausivel,
entdo vy € plausivel;

(Ax3) Se ¢ é plausivel, ¢ ocorre;

(Ax,) Todo teorema é plausivel.

(RV) Esta regra determina que quando
duas proposicoes sdo equivalentes,
também sdo equivalentes as plausibili-
dades das duas proposicoes.

5. A algebra do plausivel

Uma dlgebra do plausivel é uma
7-upla P = (P, 0, 1, A, v, ~, #) de modo-
que (P, 0, 1, A, v, ~) é uma algebra boo-
leana e # é o operador do plausivel que
respeita as seguintes condicoes:

(i) #a A #b < #(anb)
(ii) #a v #b < #(avb)
(iii) #a<a
(iv) #1=1.

Um elemento 0 # a € P é plausi-
vel quando #a = a.

Da condicao (iii), segue que #0
= 0. Entretanto, pela defini¢do, 0 ndo é
plausivel. Nao incluimos um axioma
algébrico relativo a (RV), pois em qual-

quer algebra sempre vale a = b = #a =
#b.

Uma 4lgebra P ¢é ndo-
degenerada quando seu universo P tem
pelo menos dois elementos.

Proposicao 5.1: Para cada algebra do
plausivel P = (P, 1, 0, v, A, ~, #) existe
um monomorfismo h de P em um espa-
¢o pseudo-topologico de conjuntos de-

finidos em A AP)). =

Teorema 5.2: Seja ¢ um membro de
For (V). As seguintes afirmacoOes sao

equivalentes:

() + o; (ii) = @; (iii) ¢ é valida em
toda &lgebra do plausivel de alguma
sub-algebra de um espaco pseudo-
topoldgico (E, Q); (iv) v*4(¢) = 1, quan-
do v* é a valoracao do modelo canénico.
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